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О РАЗРУШЕНИИ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ГРАДИЕНТНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

М.О. Корпусов

В данной работе мы продолжим рассмотрение уравнений с градиентными нели-
нейностями. Мы рассмотрим начально-краевую задачу в ограниченной области с глад-
кой границей для нелокального по времени уравнения с градиентной нелинейностью
и докажем локальную разрешимость в сильном обобщенном смысле, кроме того, мы
получим достаточные условия разрушения за конечное время и достаточные условия
глобальной во времени разрешимости.

Ключевые слова: нелокальное уравнение с градиентной нелинейностью, уравнения
соболевского типа, разрушение решения.

1. Введение
Прежде всего отметим, что значительный вклад в изучение линейных и нелинейных

уравнений соболевского типа и, в частности, псевдопараболических уравнений внес выдаю-
щийся российский математик Георгий Анатольевич Свиридюк, например, в своих класси-
ческих работах [1 – 4]. В этих работах были заложены базовые принципы нового и мощного
метода полугрупп, который привел в дальнейшем к образованию одной из самых больших
и широко известных в России научных школ, изучающих неклассические уравнения совре-
менной математической физики.

В данной работе мы рассмотрим начально-краевую задачу для следующего модельного
уравнения:

∂

∂t
(4u− u) +4u +

t∫

0

ds h(t− s)4u(s) + µ|∇u|p = 0, µ > 0, p > 0, (1)

а функция h(t) ∈ C(1)([0, +∞)) удовлетворяет следующим условиям:

max
{
|h(t)|,

∣∣∣h′(t)
∣∣∣
}

6 χ
′
(t), χ(t) 6 0, χ(t) ∈ C(1)([0,+∞)), (2)

причем функции χ(t), χ
′
(t) являются ограниченными постоянной h0 > 0.

В нашей предыдущей работе [5] мы рассмотрели соответствующее локальное уравнение

∂

∂t
(4u− u) +4u + µ|∇u|p = 0, (3)

для которого мы рассмотрели начально-краевую задачу в ограниченной области с гладкой
границей и получили результаты о глобальной во времени разрешимости и о разрушении
его решения за конечное время. При этом мы рассмотрели случай, когда

p ∈
(

0,
N

N − 2

)
при N > 3 и p ∈ (0, +∞) при N = 2.
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2. Вывод уравнения

Рассмотрим область Ω ⊂ R
N при N > 2 с гладкой поверхностно–односвязной границей

∂Ω ∈ C
2,δ при δ ∈ (0, 1] в случае N > 3. Предположим, что эту область занимает кристал-

лический полупроводник. Как известно, в теории полупроводников (см., например, [6, 7])

хорошо работает квазистационарное приближение для системы уравнений Максвелла [8],

электрическая часть которой имеет следующий вид:

div D = −4πn, rotE = 0, D = E + 4πP, (4)

где D — это вектор индукции электрического поля, E — это вектор напряженности электри-

ческого поля, P — это вектор поляризации среды, n — плотность свободных зарядов, причем

в силу поверхностной–односвязности границы ∂Ω определен потенциал электрического поля

ϕ:

E = −∇ϕ.

Поскольку полупроводник, очевидно, является проводящей средой, то мы должны допол-

нить уравнения (4) уравнением для тока свободных зарядов, которое имеет следующий вид:

∂n

∂t
= div J1 + div J2, (5)

где J = J1 + J2 — это вектор тока свободных зарядов. Естественно, нам нужно записать

выражение для этого вектора. При этом учтем тепловой разогрев полупроводника [9], тогда

для вектора J1 имеет место следующее выражение [8]:

J1 = σE − γ∇T, σ > 0, γ > 0, (6)

где T — это температура в полупроводнике, а величина J2 учитывает временную дисперсию

J2(t) =

t
∫

0

ds h(t− s)E(s). (7)

Причем для температуры T имеет место уравнение теплопроводности с тепловым нагревом

за счет электрического поля E следующего вида [9]:

ε
∂T

∂t
= △T +Q(|E|), (8)

где параметр ε > 0 имеет следующий вид [9]:

ε = ε0e
−α

(9)

и ε0 > 0 — это фиксированное число, а параметр α > 0 достаточно велик. Функция Q(|E|)
описывает тепловую накачку в полупроводнике в самосогласованном электрическом поле E
и хорошо аппроксимируется степенной функцией следующего вида [9]:

Q(|E|) = q0|E|p, p > 0, q0 > 0. (10)

В силу свойства «малости» параметра (9) вместо уравнения (8) мы рассматриваем следую-

щее уравнение:

△T +Q(|E|) = 0. (11)

Теперь мы рассмотрим выражение для вектора P :

div P = ρ0ϕ, ρ0 > 0, (12)

44 Вестник ЮУрГУ, №5 (264), 2012



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

что учитывает распределение связанных зарядов.

Дифференциальным следствием системы уравнений (4)–(12) является следующее урав-

нение:

∂

∂t
(△ϕ− 4πρ0ϕ) +

t
∫

0

dsα(t, s)△ϕ(s) + 4π [σ + α(0)]△ϕ− 4πγq0|∇ϕ|
p = 0, (13)

которое элементарными заменами сводится к следующему уравнению типа С. Л. Соболева:

∂

∂t
(△ϕ− ϕ) + △ϕ+

t
∫

0

ds h(t− s)△ϕ(s) + µ|∇ϕ|p = 0, µ > 0, p > 0. (14)

В следующих параграфах мы будем рассматривать либо задачу Дирихле, либо задачу Ней-

мана, поэтому обсудим физический смысл этих граничных условий. Действительно, одно-

родное условие Дирихле

ϕ|∂Ω = 0

означает, что граница полупроводника «заземлена», а по договоренности электрический

потенциал земли равен нулю. Однородное условие Неймана

∂ϕ

∂nx

∣

∣

∣

∂Ω

= 0

означает, что нормальная компонента электрического поля на границе полупроводника рав-

на нулю.

3. Задача Дирихле в Ω ⊂ R
N при N > 2

Прежде всего сформулируем классическую формулировку задачи, для которой мы да-

дим обобщенную постановку. Итак, пусть Ω ⊂ R
N при N > 3 является ограниченной обла-

стью с гладкой границей ∂Ω ∈ C
2,δ при δ ∈ (0, 1].

∂

∂t
(△u− u) + △u+

t
∫

0

ds h(t− s)△u(s) + µ|∇u|p = 0 в QT, (15)

u = 0 в ΓT, u(x, 0) = u0(x) в Ω, (16)

где QT = (0,T) × Ω, ΓT = (0,T) × ∂Ω. Мы будем рассматривать случай, когда p > 0.
Теперь сопоставим задаче (15)–(16) обобщенную постановку. Действительно, дадим

определение.

Определение 1. Функция u(x)(t) класса

u(x)(t) ∈ L
∞(0,T; H1

0
(Ω)), u

′

(x)(t) ∈ L
2(0,T; H1

0
(Ω)) (17)

называется слабым обобщенным решением задачи (15)–(16), если при некотором T > 0
имеет место следующее равенство:

〈D(u), w〉 = 0 для п. вс. t ∈ [0,T] и для всех w ∈ H
1

0
(Ω), (18)

где 〈·, ·〉 — это скобки двойственности между гильбертовыми пространствами H
1

0
(Ω) и

H
−1(Ω), а

D(u) ≡
∂

∂t
(△u− u) + △u+

t
∫

0

ds h(t− s)△u(s) + µ|∇u|p
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и u0(x) ∈ H
1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω).

Теперь мы рассмотрим различные случаи.

СЛУЧАЙ p ∈ (0, 1]. Сначала мы получим априорную оценку, из которой сразу же выте-

кает, что в данном случае нет разрушения сильного обобщенного решения. Действительно,

возьмем в определении 2 слабого обобщенного решения функцию v(x)(t), равную решению

u(x)(t), тогда после интегрирования по частям мы получим следующее равенство:

1

2

d

dt

[

‖∇u‖2

2
+ ‖u‖2

2

]

+ ‖∇u‖2

2
+

t
∫

0

ds h(t− s)

∫

Ω

(∇u(s),∇u(t)) dx = µ

∫

Ω

|∇u|pu dx. (19)

Поскольку при p ∈ (0, 1], очевидно, p 6 1 + 2/N при N > 2, то в силу неравенства Гельдера

и вложения

H
1

0
(Ω) ⊂ L

q(Ω) при q =
2

2 − p
(20)

справедлива следующая цепочка оценок:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

µ

∫

Ω

|∇u|pu dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 |µ|





∫

Ω

|∇u|2 dx





p/2




∫

Ω

|u|2/(2−p) dx





(2−p)/2

6

6 c1(Ω, p)|µ|





∫

Ω

|∇u|2 dx





(p+1)/2

,

где c1 = c1(Ω, p) — это соответствующая постоянная вложения (20). Таким образом, мы из

(19) и (20) приходим к следующему неравенству:

1

2

d

dt

[

‖∇u‖2

2
+ ‖u‖2

2

]

+ ‖∇u‖2

2
+

t
∫

0

ds h(t− s)

∫

Ω

(∇u(s),∇u(t)) dx 6 c2‖∇u‖
p+1

2
. (21)

Теперь мы воспользуемся неравенством Коши–Буняковского и получим, что имеет место

неравенство

1

2

d

dt

[

‖∇u‖2

2
+ ‖u‖2

2

]

6
1

2

t
∫

0

ds |h(t− s)|‖∇u‖2

2
(s) +

th0

2
‖∇u‖2

2
+ c2‖∇u‖

p+1

2
. (22)

В силу арифметического неравенства Юнга при p ∈ (0, 1) мы приходим к следующему

выражению

c2‖∇u‖
p+1

2
6

1 − p

2
c
2/(1−p)

2
+

2

p+ 1
‖∇u‖2

2
.

Таким образом, отсюда и из (22) приходим при p ∈ (0, 1) к следующему неравенству:

1

2

d

dt

[

‖∇u‖2

2
+ ‖u‖2

2

]

6
1

2

t
∫

0

ds |h(t−s)|‖∇u‖2

2
(s)+

th0

2
‖∇u‖2

2
+

1 − p

2
c
2/(1−p)

2
+

2

p+ 1
‖∇u‖2

2
, (23)

а при p = 1 мы сразу же имеем следующее неравенство:

1

2

d

dt

[

‖∇u‖2

2
+ ‖u‖2

2

]

6
1

2

t
∫

0

ds |h(t− s)|‖∇u‖2

2
(s) +

th0

2
‖∇u‖2

2
+ c2‖∇u‖

2

2
. (24)
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Рассмотрим неравенство (23), т. е. случай p ∈ (0, 1), поскольку при p = 1 все проще. Итак,

после интегрирования по времени мы получим следующее неравенство:

‖∇u‖2

2
6 ‖∇u0‖

2

2
+ ‖u0‖

2

2
+
h0

2

t
∫

0

(t− s)‖∇u‖2

2
(s) ds+

+

(

th0

2
+

2

p+ 1

)

t
∫

0

‖∇u‖2

2
ds+

1 − p

2
c
2/(1−p)

2
t. (25)

Пусть теперь t ∈ [0,T] при некотором T > 0, тогда мы из (26) получим следующее неравен-

ство

‖∇u‖2

2
6 ‖∇u0‖

2

2
+ ‖u0‖

2

2
+

1 − p

2
c
2/(1−p)

2
T +

(

h0T +
2

p+ 1

)

t
∫

0

‖∇u‖2

2
(s) ds, (26)

из которого в силу теоремы Гронуолла–Беллмана–Бихари мы получим следующее неравен-

ство:

‖∇u‖2

2
(t) 6

[

‖∇u0‖
2

2
+ ‖u0‖

2

2
+

1 − p

2
c
2/(1−p)

2
T

]

exp

{(

h0T +
2

p+ 1

)

t

}

при t ∈ [0,T].

(27)

Следовательно, норма ‖∇u‖2(t) ограничена на всяком компакте из R
1

+
. Таким образом, сла-

бое обобщенное решение рассматриваемой задачи не разрушается за конечное время. До-

кажем, что при u0(x) ∈ H
1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω) слабое обобщенное решение существует глобально

во времени. С этой целью нам нужно воспользоваться классическим методом Галеркина в

сочетании с методом компактности [10]. Таким образом, справедливо следующее утвержде-

ние.

Теорема 1. Пусть p ∈ (0, 1] и u0(x) ∈ H
1

0
(Ω)∩H

2(Ω). Тогда существует слабое обобщенное

решение задачи (15), (16) класса

u(x)(t) ∈ L
∞(0,T; H1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω)), u
′

(x)(t) ∈ L
2(0,T; H1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω))

для произвольного T > 0.

СЛУЧАЙ 1 6 p 6 1+2/N. Докажем сначала теорему о локальной разрешимости задачи

(15)–(16), понимаемой в слабом обобщенном смысле определения 1, в классе

u(x)(t) ∈ C
(1)([0,T0); H

1

0
(Ω))

при некотором максимальном T0 > 0, зависящем от u0(x) ∈ H
1

0
(Ω). С этой целью рассмотрим

следующий оператор:

Au ≡ −△u+ I : H
1

0
(Ω) → H

−1(Ω). (28)

Используя теорему Браудера–Минти, и точно так же как и в работе [11], удается показать,

что этот оператор обратим, причем обратный оператор является липшиц–непрерывным с

постоянной Липшица равной 1. Тогда начально–краевую задачу (15)–(16), понимаемую в

слабом смысле определения 1, можно представить в классе

u(x)(t) ∈ C
(1)([0,T]; H1

0
(Ω))

в следующем абстрактном виде:

dv

dt
+ B1A

−1v +

t
∫

0

dsB1A
−1v(s) = µ

∣

∣B2A
−1v

∣

∣

p
, v(0) = v0 = A

−1u0, v = A
−1u, (29)
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где

B1 ≡ −△ : H
1

0
(Ω) → H

−1(Ω), B2 ≡ ∇ : H
1

0
(Ω) → L

2(Ω) ⊗ · · · ⊗ L
2(Ω). (30)

Заметим, что оператор

B1A
−1v : H

−1(Ω) → H
−1(Ω) (31)

является липшиц–непрерывным. Действительно, имеет место следующая цепочка нера-

венств:

∥

∥B1A
−1v1 − B1A

−1v2
∥

∥

∗
6

∥

∥A
−1v1 − A

−1v2
∥

∥ 6 ‖v1 − v2‖∗ для всех v1, v2 ∈ H
−1(Ω). (32)

Докажем теперь ограниченную липшиц–непрерывность оператора
∣

∣B2A
−1v

∣

∣

p
. Действитель-

но, имеет место следующая цепочка неравенств при q = 2/p и p ∈ [1, 2):

∥

∥

∣

∣B2A
−1v1

∣

∣

p
−

∣

∣B2A
−1v2

∣

∣

p∥
∥

∗
6

6 p
∥

∥

∥

∣

∣∇A
−1(v1) −∇A

−1(v2)
∣

∣ max
{

∣

∣∇A
−1(v1)

∣

∣

p−1
,
∣

∣∇A
−1(v2)

∣

∣

p−1
}

∥

∥

∥

∗

6

6 c1(p)

(
∫

Ω

∣

∣∇A
−1(v1) −∇A

−1(v2)
∣

∣

q
× max

{

∣

∣∇A
−1(v1)

∣

∣

q(p−1)
,
∣

∣∇A
−1(v2)

∣

∣

q(p−1)
}

dx

)

1/q

6

6 c1(p)





∫

Ω

∣

∣∇A
−1(v1) −∇A

−1(v2)
∣

∣

2
dx





1/2

×

×





∫

Ω

max
{

∣

∣∇A
−1(v1)

∣

∣

2(p−1)/(2−q)
,
∣

∣∇A
−1(v2)

∣

∣

2(p−1)/(2−q)
}

dx





(2−q)/(2q)

=

= µ(R)
∥

∥∇A
−1(v1) −∇A

−1(v2)
∥

∥

2
, (33)

где

µ(R) = c1R
p−1, R = max

{

‖∇A
−1(v1)‖2, ‖∇A

−1(v2)‖2

}

.

Заметим теперь, что в классе v(t) ∈ C
(1)([0,T]; H−1(Ω)) мы можем свести нашу задачу (29)

к интегральному уравнению

v(t) = v0 +

t
∫

0

dsG(v)(s), G(v)(s) = −B1A
−1v(s)−

s
∫

0

dσ h(s−σ)B1A
−1v(σ)+µ

∣

∣B2A
−1v(s)

∣

∣

p
.

(34)

И при достаточно малом T > 0 в силу оценок (32) и (33) можно применить метод сжимающих

отображений в банаховом пространстве

L
∞(0,T; H−1(Ω))

и доказать существование единственного решения интегрального уравнения (34) в этом ба-

наховом пространстве. Далее можно воспользоваться «бутстэп» методом (см., например,

[11]) и доказать, что это решение на самом деле из класса

C
(1)([0,T]; H−1(Ω)).

Затем нужно применить стандартный алгоритм продолжения решений интегральных урав-

нений во времени и получить следующий результат.
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Теорема 2. Пусть p ∈ [1, 2) и u0(x) ∈ H
1

0
(Ω), тогда найдется такое T0 = T0(u0) > 0, что

существует единственное решение u(x)(t) задачи (15), (16), понимаемое в слабом смысле

определения 1, в классе

u(x)(t) ∈ C
(1)([0,T0); H

1

0
(Ω)),

причем либо T0 = +∞ либо T0 < +∞ и в последнем случае имеет место следующее пре-

дельное равенство:

lim sup
t↑T0

‖∇u‖2(t) = +∞. (35)

Очевидно, что это решение, вообще говоря, не единственное.

СЛУЧАЙ p ∈ (1 + 2/N,N/(N − 2)) при N > 3 или p > 2 при N = 2.
Дадим определение.

Определение 2. Функция u(x)(t) класса

u(x)(t) ∈ L
∞(0,T; H1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω)), u
′

(x)(t) ∈ L
2(0,T; H1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω)) (36)

называется слабым обобщенным решением задачи (15)–(16), если при некотором T > 0
имеет место следующее равенство:

〈D(u), w〉 = 0 для п. вс. t ∈ [0,T], и для всех w ∈ H
1

0
(Ω), (37)

где 〈·, ·〉 — это скобки двойственности между гильбертовыми пространствами H
1

0
(Ω) и

H
−1(Ω), а

D(u) ≡
∂

∂t
(△u− u) + △u+

t
∫

0

ds h(t− s)△u(s) + µ|∇u|p,

u0(x) ∈ H
1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω).

Докажем, что при u0(x) ∈ H
1

0
(Ω)∩H

2(Ω) слабое обобщенное решение существует локаль-

но во времени. С этой целью нам нужно воспользоваться классическим методом Галеркина

в сочетании с методом компактности [10].

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть p ∈
(

1 + 2

N
, N

N−2

)

при N > 3 или p > 2 при N = 2 и u0(x) ∈

H
1

0
(Ω)∩H

2(Ω). Тогда существует единственное слабое обобщенное решение задачи (15), (16)

класса u(x)(t) ∈ L
∞(0,T; H1

0
(Ω)∩H

2(Ω)), u
′

(x)(t) ∈ L
2(0,T; H1

0
(Ω)∩H

2(Ω)) для некоторого

малого T > 0.

4. Разрушение решения

Прежде чем переходить к получению достаточных условий разрушения, нам нужно

изучить сходимость следующего интеграла — нелинейную «емкость»:

a(p; Ω;N) ≡
1

λ1





∫

Ω

|∇ψ1|
p/(p−1)

ψ
1/(p−1)

1
(x)

dx





(p−1)/p

, (38)

где функция ψ1(x) — есть первая собственная функция, соответствующая первому соб-

ственному значению λ1 > 0 оператора Лапласа в ограниченной области Ω ⊂ R
N с гладкой

границей ∂Ω ∈ C
2,δ при δ ∈ (0, 1]:

△ψ1(x) + λ1ψ1(x) = 0, ψ1(x)
∣

∣

∣

∂Ω

= 0. (39)

Серия ≪Математическое моделирование и программирование≫, вып. 11 49



М.О. Корпусов

Обозначим через p0 = p0(Ω;N) > 1 такое число, что при p > p0 интеграл в правой части

равенства (38) сходится. Докажем, что существуют области Ω ⊂ R
N , для которых такое p0

существует. Действительно, пусть Ω = BR =
{

x ∈ R
N : |x| < R

}

— шар радиуса R > 0. Тогда

можно вычислить первую собственную функцию и первое собственное значение задачи (39)

(см., например, [12]). Действительно,

ψ1(x) = ψ1(|x|) = c0r
(2−N)/2J(N−2)/2(λ

1/2

1
r), λ1 =

(zN1)
2

R2
, r = |x|,

где zN1 — первый корень функции Бесселя J(N−2)/2(x). Заметим теперь, что для функции

Бесселя Jν(z) справедлива следующая формула Эйлера [13]:

Jν(z) =
(1

2
z)ν

Γ(ν + 1)

+∞
∏

n=1

{

1 −
z2

z2
ν,n

}

, (40)

где zν,1 < zν,2 < · · · < zν,n < · · · — это корни функции Бесселя Jν(z). Из явного вида (40)

следует, что подынтегральная функция в (38) имеет интегрируемую особенность при p > 2,
т. е. число p0 = 2 в случае шара. Теперь мы предположим, что рассматриваем область Ω,
для которой число p0 существует, и пусть

p > p0. (41)

Получим достаточные условия разрушения слабого обобщенного решения задачи (15)–(16)

при таких p. С этой целью возьмем в качестве w = ψ1(x) ∈ H
1

0
(Ω) ∩ H

2(Ω) в равенстве (37),

тогда после «интегрирования по частям» получим следующее равенство:

(λ1 + 1)
dJ

dt
+ λ1J(t) + λ1

t
∫

0

ds h(t− s)J(s) =

= µ

∫

Ω

|∇u|pψ1(x) dx, J(t) ≡

∫

Ω

u(x)(t)ψ1(x). (42)

Справедлива следующая цепочка выражений:

|J| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

uψ1(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

λ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

u△ψ1 dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

λ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

(∇u,∇ψ1) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
1

λ1

∫

Ω

|∇u||∇ψ1| dx =
1

λ1

∫

Ω

ψ1/p|∇um|
|∇ψ1|

ψ
1/p
1

dx 6

6
1

λ1





∫

Ω

|∇ψ1|
p/(p−1)

ψ
1/(p−1)

1
(x)

dx





(p−1)/p 



∫

Ω

|∇u|pψ1 dx





1/p

= a





∫

Ω

|∇um|pψ1 dx





1/p

. (43)

Таким образом, из неравенств (42) и (43) приходим к следующему обыкновенному интегро–

дифференциальному неравенству:

(λ1 + 1)
dJ

dt
+ λ1J(t) + λ1

t
∫

0

ds h(t− s)J(s) >
µ

ap
|J(t)|p, J(t) ≡

∫

Ω

u(x)(t)ψ1(x), (44)
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из которого с учетом условий (2) сразу же получаем неравенство

(λ1 + 1)
dJ

dt
+ λ1J(t) + λ1

t
∫

0

dsχ
′

(t− s)J(s) >
µ

ap
|J(t)|p. (45)

Заметим, что J(t) ∈ C
(1)([0,T]), поэтому справедлива формула интегрирования по частям

t
∫

0

dsχ
′

(t− s)J(s) = −

t
∫

0

dχ(t− s) J(s) = −χ(t− s)J(s)
∣

∣

∣

s=t

s=0

+

t
∫

0

dsχ(t− s)J
′

(s) =

= −χ(0)J(t) + χ(t)J(0) +

t
∫

0

dsχ(t− s)J
′

(s). (46)

С учетом условий (2) мы имеем χ(t) < 0, поэтому с учетом неравенств (46) мы приходим из

(45) к следующему неравенству

(λ1 + 1)
dJ

dt
+ λ1 (1 + h0) J(t) >

µ

ap
|J(t)|p −

t
∫

0

dsχ(t− s)J
′

(s), J(t) ≡

∫

Ω

u(x)(t)ψ1(x). (47)

Предположим теперь, что имеет место начальное условие

J0 =

∫

Ω

u0(x)ψ1(x) dx >

(

λ1(1 + h0)a
p

µ

)

1/(p−1)

, (48)

но тогда из неравенства (45) вытекает, что имеет место неравенство

dJ

dt
(0) > 0. (49)

Таким образом, найдется такое t1 ∈ (0,T], что

dJ

dt
(t) > 0 при t ∈ [0, t1]. (50)

Следовательно, из (45), (46) и (50) мы приходим к следующему неравенству:

(λ1 + 1)
dJ

dt
+ λ1(1 + h0)J(t) >

µ

ap
|J(t)|p при t ∈ [0, t1]. (51)

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть p > p0. Тогда при выполнении условия

J0 >

(

λ1(1 + h0)a
p

µ

)

1/(p−1)

, J0 ≡

∫

Ω

u0(x)ψ1(x) dx

имеет место предельное равенство

lim sup
t↑T∞

J(t) = +∞, T∞ 6 −
1

p− 1
ln

(

1 −
λ1(1 + h0)a

p

µ
J1−p
0

)

,

где

J(t) ≡

∫

Ω

u(x)(t)ψ1(x) dx.

и значит решение задачи (15), (16), понимаемое в слабом обобщенном смысле определения

1, разрушается за конечное время.
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The Destruction of the Solution of the Nonlocal Equation with
Gradient Nonlinearity

M.O. Korpusov, Lomonosov Moscow State University (Moscow, Russian Federation)

In this paper we continue our consideration of equations with gradient nonlinearities. In
this paper, we consider initial-boundary value problem in a bounded domain with smooth
boundary for non-local in time equation with gradient nonlinearity and prove the local
solvability of the strong generalized sense, in addition, we obtain sufficient conditions for
the destruction of a finite time and sufficient conditions for global in time solubility.

Ключевые слова: nonlocal equation with gradient nonlinearity, Sobolev type equations,
the destruction of the solutions.
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