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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, îïèñûâàåìîé îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïîìåõè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíè-
ÿì ôóíêöèîíàëüíîãî õàðàêòåðà, îòðàæàþùèì ïðèðîäó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Êà-
÷åñòâî óïðàâëåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì, çàäàíûì íà ìíîæåñòâå ôàçîâûõ òðà-
åêòîðèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, è íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè. Ðàíåå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ ðàçðåøàåò äàííóþ çàäà÷ó
óïðàâëåíèÿ ïðè êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó è ïðè äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ, êîòîðûå ê íèì ñâîäÿòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, ïîñòðîåííûå äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ
ñòðàòåãèè íå ÿâëÿëèñü óíèâåðñàëüíûìè, òî åñòü îíè çàâèñåëè îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè
äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Òàêæå îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàçðåøåíèÿ
çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè â áîëåå óçêîì (êëàññè÷åñêîì)
ìíîæåñòâå ñòðàòåãèé � ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóê-
öèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, èñïîëüçóþùàÿ â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè âñïîìîãàòåëüíóþ
ìîäåëü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíîñòè. Äàíû ïðèìå-
ðû, ìîòèâèðóþùèå ðàñøèðåíèå êëàññà ðàçðåøàþùèõ ñòðàòåãèé äî ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé
ïàìÿòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíàÿ ãàðàíòèÿ, ñòðàòåãèè ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, ôóíê-

öèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àÿõ, êîãäà íà
ïîìåõó íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî õàðàêòåðà. Ðàññìîòðåíèå
îñíîâûâàåòñÿ íà ïîäõîäàõ, áåðóùèõ íà÷àëî â øêîëå Í.Í.Êðàñîâñêîãî ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ
(ñì. [1, 2]).

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíî îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé èìåþò ñîäåðæàòåëüíûå
ïðåäïîñûëêè è èññëåäîâàëèñü â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíûå ïðîáëåìû [3, 4, 5]. Â ðàáîòàõ
[3, 4] èññëåäîâàëèñü ìíîæåñòâà ïðîãðàììíîãî ïîãëîùåíèÿ [6, 7] äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïîìå-
õà ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå íåïðåðûâíîé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè, ëèáî ïîñðåäñòâîì ïîëóíå-
ïðåðûâíîãî ñâåðõó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàëèñü ïîìåõè, îãðàíè÷åííûå
íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì êîìïàêòíûì (â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2(T,Rn) � ôóíêöèé èç
T ⊆ R â Rn ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ñ êâàäðàòîì) ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ïîìåõ (äàëåå â òåêñòå òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîìåõè áóäóò èìåíîâàòüñÿ ¾L2-êîìïàêòíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîìåõó¿). Äëÿ ýòîãî âèäà îãðàíè÷åíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðà-
âåíñòâî îïòèìàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, äîñòèãàåìûõ â êëàññå ñòðàòåãèé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ [1,
� 95] è â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé [2, ñ. 24].

Èçâåñòíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ ðàçðåøàåò çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè L2-
êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó è ïðè äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ñâî-
äÿùèõñÿ ê íèì [5, 8]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ ñòðàòåãèè íå ÿâ-
ëÿëèñü óíèâåðñàëüíûìè, òî åñòü îíè çàâèñåëè îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0. Òàêæå îñòàâàëñÿ
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îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàçðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè â áîëåå óçêîì (êëàññè÷åñêîì) ìíîæåñòâå ñòðàòåãèé � ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé.
Öåëü ýòîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèè ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ óíèâåðñàëüíîé è îï-
òèìàëüíîé ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó, à òàêæå ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ,
÷òî ïðè ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà òåðìèíàëüíîãî òèïà (îáùåãî âèäà), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñó-
ùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè (ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè) îïòèìàëüíîé ïðè
L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì

ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u(τ), v(τ)), τ ∈ T ,[t0, ϑ] ⊂ R, (1)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = z0 ∈ G0 ⊂ Rn, ãäå ¾,¿ îçíà÷àåò ¾ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ¿.
Ðåàëèçàöèè óïðàâëåíèÿ u(·) è ïîìåõè v(·) ïðåäïîëàãàþòñÿ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ ôóíê-
öèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì u(τ) ∈ P ⊂ Rp, v(τ) ∈ Q ⊂ Rq,
τ ∈ T . Ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî U
è V . Ìíîæåñòâà G0, P è Q ñóòü êîìïàêòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â îòíîøåíèè ôóíêöèè f(·) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà
� îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â îáëàñòè Rn+1 ×P ×Q;
� ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé: ∥f(τ, x1, u, v) − f(τ, x2, u, v)∥ 6 Lf∥x1 −

x2∥, ãäå (τ, x1), (τ, x2) ∈ S, u ∈ P , v ∈ Q, S � ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç Rn+1,
Lf ,Lf (S) � êîíñòàíòà Ëèïøèöà, çàâèñÿùàÿ îò ìíîæåñòâà S;

� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà: ∥f(τ, x, u, v)∥ 6 K(1 + ∥x∥), K > 0 äëÿ
âñåõ (τ, x, u, v) ∈ T × Rn × P ×Q.

Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè çàäà÷è Êîøè (1) ñóùåñòâóåò
íà âñåì èíòåðâàëå [t0, ϑ] è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáûõ ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ U è ïîìåõè
v(·) ∈ V (ñì. [9, II.4]). Äëÿ (t∗, x∗) ∈ T × Rn, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V îáîçíà÷èì x(·, t∗, z∗, u(·), v(·))
òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t∗) = x∗.

Âûäåëèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1):

G, clT×Rn

{
(τ, x) ∈ [t0, ϑ]× Rn | x = x(τ, t0, z0, u(·), v(·)), z0 ∈ G0, u(·) ∈ U , v(·) ∈ V

}
.

Ïóñòü ∆T ,
{
∆ ∈ 2T \ {∅}

∣∣ |∆| < ∞, minτ∈∆ τ = t0, maxτ∈∆ τ = ϑ
}
. Äëÿ âñÿêîãî ∆ ∈

∆T îïðåäåëèì ÷èñëî d(∆), max
τ∈∆\{ϑ}

{min
τ ′∈∆
τ ′>τ

τ ′ − τ} (äàëåå � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ ∆) è åäèí-

ñòâåííûé êîðòåæ (τi)i∈0..n∆ ∈ ∆n∆ , n∆, |∆|, ñîõðàíÿþùèé åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê â T :
τi > τi−1, i ∈ 1..n∆. Ýëåìåíòû ∆T áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèÿìè îòðåçêà T . Êàæäîå ðàç-
áèåíèå ∆ ∈ ∆T ïîðîæäàåò äèçúþíêòíîå ïîêðûòèå èíòåðâàëà [t0, ϑ) ñèñòåìîé èíòåðâàëîâ
[τi−1, τi), τi−1, τi ∈ ∆, i ∈ 1..n∆.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∆ ∈ ∆T îáîçíà÷èìU(∆) ⊂ U ïîäìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé óïðàâëåíèÿ
íåïðåðûâíûõ ñïðàâà è êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ, ïîðîæäàåìûõ ðàçáèåíèåì ∆.

Îáîçíà÷èì S è íàçîâåì ñòðàòåãèÿìè óïðàâëåíèÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé U âèäà

U : T × C(T,Rn)×∆T 7→ P, (2)

ãäå C(T,Rn) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç T â Rn íåïðåðûâíûõ â ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ïîÿñíèì
ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë àðãóìåíòîâ â (2):

� ïåðâûé îòâå÷àåò òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ;
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� âòîðîé àðãóìåíò � èñòîðèè äâèæåíèÿ; îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííû-
ìè íà T , íî â ñèëó ïðèâåäåííîé íèæå ïîøàãîâîé ïðîöåäóðû ôîðìèðîâàíèÿ äâèæåíèé íà
óïðàâëåíèå âëèÿþò ëèøü çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ìîìåíòû, ïðåäøåñòâóþùèå òåêóùåìó
ìîìåíòó (ïåðâûé àðãóìåíò);

� ïîñëåäíèé àðãóìåíò äîñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ î âûáðàííîì ðàçáèåíèè èíòåðâàëà
óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z0 ∈ G0, v(·) ∈ V è ∆ ∈ ∆T îáîçíà÷èì

x∆(·),x(·, t0, z0, U,∆, v(·)), u(·),u∆(·, t0, z0, U,∆, v(·)) ∈ U(∆)

ïîøàãîâîå äâèæåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèÿ [1], ïîðîæäàåìûå ñòðà-
òåãèåé U ∈ S èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, z0) ïðè ðàçáèåíèè ∆ è ïîìåõå v(·), îïðåäåëÿåìûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(τ, t0, z0, U,∆, v(·)),U(τi, x
∆
[t0,τi]

(·),∆),

τ ∈ [τi, τi+1), i ∈ 0..(n∆ − 1),

x∆(·),x(·, t0, z0, u∆(·), v(·)),

ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t1, t2 ∈ T , t1 6 t2 è ôóíêöèè h(·) : [t1, t2] 7→ H ñèìâîëû h[t1,t2](·)
îáîçíà÷àþò ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ èç T â H:

h[t1,t2](τ),


h(t1), τ ∈ [t0, t1],

h(t2), τ ∈ [t2, ϑ],

h(τ), τ /∈ [t0, t1] ∪ [t2, ϑ].

(3)

Ýêñòðàïîëÿöèÿ (3) èñïîëüçîâàíà â ïîñòðîåíèè ïó÷êà äâèæåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðî-
öåññå ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ äîîïðåäåëèòü âòîðîé àðãóìåíò ñòðàòåãèè U ∈ S (íå èç-
âåñòíûé ê òåêóùåìó ìîìåíòó öåëèêîì) äî ýëåìåíòà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ U . Ïðè òàêîì
îïðåäåëåíèè ïîøàãîâûõ äâèæåíèé íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â ñâîéñòâå íåóïðåæäàåìî-
ñòè (ôèçè÷íîñòè) ñòðàòåãèé èç S, à òðåáóþùååñÿ â ïîñòðîåíèÿõ ñâîéñòâî íåóïðåæäàåìîñòè
ïó÷êîâ êîíñòðóêòèâíûõ äâèæåíèé âîçíèêàåò êàê ñëåäñòâèå íåóïðåæäàåìîñòè ïîøàãîâûõ
äâèæåíèé.

Ïóñòü èìåþòñÿ z0 ∈ G0, U ∈ S è V ⊆ V. Îïðåäåëèì ïó÷îê äâèæåíèé X(z0, U,V) êàê
ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòîâ x(·) ∈ C(T,Rn), äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(z0k, vk(·),∆k) ∈ G0 ×V ×∆T | k ∈ N},

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì limk→∞ z0k = z0, limk→∞ d(∆k) = 0,

lim
k→∞

∥x(·)− x(·, t0, z0k, U,∆k, vk(·))∥C(T,Rn) = 0,

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ïó÷êè êîíñòðóêòèâíûõ äâèæåíèé, ïîðîæäåííûå ñòðà-
òåãèåé U ∈ S:

Xc(z0, U) , clC(T,Rn)

 ∪
V∈compL2(T ;Rq)(V)

X(z0, U,V)

 ,

Xp(z0, U) , clC(T,Rn)

 ∪
v(·)∈V

X(z0, U, {v(·)})

 ,
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ãäå clC(T,Rn) îçíà÷àåò çàìûêàíèå â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà C(T ;Rn), à compL2(T ;Rq)(V) �
ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ V , êîìïàêòíûõ â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2(T ;Rn).

Êà÷åñòâî äâèæåíèÿ ñèñòåìû (1) áóäåì îöåíèâàòü ôóíêöèîíàëîì

γ(·) : C(T,Rn) 7→ R, (4)

íåïðåðûâíûì â ïðîñòðàíñòâå C(T,Rn). Ñòîðîíà, ôîðìèðóþùàÿ óïðàâëåíèå u(·) ∈ U , ñòðå-
ìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà (4).

Ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì ñòðàòåãèé U ∈ S äëÿ íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0 ïðè ïðî-

ãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó (ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó) íàçîâåì
âåëè÷èíó

Γp(z0, U), sup
x(·)∈Xp(z0,U)

γ(x(·)) (Γc(z0, U), sup
x(·)∈Xc(z0,U)

γ(x(·))).

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà Γp(z0) (Γc(z0)) â êëàññå
ñòðàòåãèé S äëÿ íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0 ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó

(ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó):

Γp(z0), inf
U∈S

Γp(z0, U) (Γc(z0), inf
U∈S

Γc(z0, U)).

Ñëåäóÿ [2, ñ. 24], íàçîâåì êâàçèñòðàòåãèåé (óïðàâëåíèÿ) âñÿêîå îòîáðàæåíèå α(·) : V 7→ U
òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ τ ∈ T , v(·), v′(·) ∈ V òàêèõ, ÷òî v(·)|[t0,τ ] = v′(·)|[t0,τ ], âûïîëíÿåòñÿ
α(v(·))|[t0,τ ] = α(v′(·))|[t0,τ ]. Çäåñü îïåðàöèÿ ·|[a,b] îçíà÷àåò ñóæåíèå îïåðàíäà, îïðåäåëåííîãî
íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì îòðåçîê [a, b], íà îòðåçîê [a, b]. Ïóñòü Q � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
êâàçèñòðàòåãèé. Äëÿ êàæäûõ z0 ∈ Rn è α(·) ∈ Q ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

X (z0, α(·)),{x(·, z0, α(v(·)), v(·)) | v(·) ∈ V}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâèæåíèÿ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0, ïîðîæäåííûå êâàçèñòðàòåãè-
åé α(·). Çíà÷åíèå

Γq(z0), inf
α(·)∈Q

sup
x(·)∈X (z0,α(·))

γ(x(·))

åñòü îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè z0 ∈ G0 â êëàññå

êâàçèñòðàòåãèé (ïðè îòñóòñòâèè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîìåõè).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé
ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ïîìåõè èëè ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ; îäíàêî, ýòè îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäóò ê îäèíàêî-
âûì âåëè÷èíàì: êâàçèñòðàòåãèè ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà
íå÷óâñòâèòåëüíû ê ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà ïîìåõè.

Íàçîâåì ñòðàòåãèþ U∗ ∈ S îïòèìàëüíîé â íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0 ïðè L2-

êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó (ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó), åñëè
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Γc(z0, U∗) = Γc(z0) (Γp(z0, U∗) = Γp(z0)).

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóþò íåðàâåíñòâà Γq(z0) 6 Γp(z0) 6 Γc(z0), ñïðàâåäëèâûå ïðè âñåõ
z0 ∈ G0. Â ðàáîòå [5] â ïðåäïîëîæåíèè èíúåêòèâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïî ïîñëåä-
íåé ïåðåìåííîé v ∈ Q óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî Γq(z0) = Γc(z0) è âèä ðàçðåøàþùåé ñòðàòåãèè.
Â [8] ïðåäëîæåíî áîëåå îáùåå óñëîâèå (11) íà ñèñòåìó (1), äîñòàòî÷íîå äëÿ âûïîëíåíèÿ ðà-
âåíñòâ Γq(z0) = Γp(z0) = Γc(z0), è êîíñòðóêöèÿ ñòðàòåãèè ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, îïòèìàëüíîé
ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ýòà ñòðàòåãèÿ
áóäåò òàêæå îïòèìàëüíîé ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó). Îäíàêî, ñòðàòåãèè,
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ïðåäëîæåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ, íå ÿâëÿëèñü óíèâåðñàëüíûìè, òî åñòü îíè çàâèñåëè îò íà-
÷àëüíîé ïîçèöèè z0. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ âàðèàíò ñòðàòåãèè èç ìíîæåñòâà S
óíèâåðñàëüíîé è îïòèìàëüíîé ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó è ñòðîÿòñÿ ïðè-
ìåðû, ïîêàçûâàþùèå îòñóòñòâèå â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ñòðàòåãèè âî ìíîæåñòâå ïîçèöèîííûõ
ñòðàòåãèé (òî åñòü ôóíêöèé èç G â P).

2. Óíèâåðñàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ

Äàäèì êðàòêîå ñîäåðæàòåëüíîå îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîé ñòðàòåãèè (îáîçíà÷èì åå Ul).
Ñòðàòåãèÿ Ul â ïðîöåññå ñèíòåçà óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ñèìóëèðóåò äâèæåíèå âñïî-

ìîãàòåëüíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (èìåíóåìîé íèæå y-ìîäåëüþ), îïèñûâàåìîé òåìè æå
óðàâíåíèÿìè è òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ÷òî è ðàññìàòðèâàåìàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòå-
ìà (1). Ïðè ôîðìèðîâàíèè äâèæåíèÿ y-ìîäåëè íà î÷åðåäíîì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ ñòðîèòñÿ
ïîìåõà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ (â ïîäõîäÿùåì ñìûñëå) íåèçâåñòíóþ ïîìåõó â èñõîäíîé ñèñòåìå
(1). Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîìåõè, ïî-ñóòè, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è
äèíàìèêè [10, 11]. Óïðàâëåíèå â y-ìîäåëè ôîðìèðóåòñÿ êîíòðñòðàòåãèåé [1], îïòèìàëüíîé
ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîé àïïðîêñèìèðóþùåé ïîìåõå. Çàäàííîå òàêèì îáðàçîì â y-ìîäåëè
óïðàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ¾ðåàëüíîé¿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1) íà ñëåäóþùåì îòðåçêå ðàç-
áèåíèÿ. Ïðè èçìåëü÷åíèè øàãà ðàçáèåíèÿ, äâèæåíèÿ y-ìîäåëè ñõîäÿòñÿ ê ¾îïòèìàëüíûì¿
êîíñòðóêòèâíûì äâèæåíèÿì, à äâèæåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) ïðèáëèæàþòñÿ ê ñîîòâåò-
ñòâóþùèì äâèæåíèÿì y-ìîäåëè. Ýòè äâà ôàêòà â ñîâîêóïíîñòè îáåñïå÷èâàþò îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà íà äâèæåíèÿõ èñõîäíîé ñèñòåìû è, êàê ñëåäñòâèå, � îïòè-
ìàëüíîñòü ñòðàòåãèè Ul. Ìîäåëü ëèäèðóåò â ðåàêöèÿõ íà ïîìåõó, ÷òî è ïîñëóæèëî ïîâîäîì
îòìåòèòü ýòó ñòðàòåãèþ èíäåêñîì ¾l¿.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèè Ul. Ïóñòü èìåþòñÿ ïðîèçâîëüíûå t ∈ T ,
x(·) ∈ C(T,Rn), ∆ ∈ ∆T è íåêîòîðûå íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà W (z) ⊂ C(T,Rn),
çàäàííûå äëÿ âñåõ z ∈ G0. Â äàëüíåéøåì ïîñòðîåíèè èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà

ν(u, x(·), τ, τ ′), argmin
v∈Q

∥∥x(τ ′)− x(τ)− (τ ′ − τ)f(τ, x(τ), u, v)
∥∥ ,

îïðåäåëåííûå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u ∈ P, τ, τ ′ ∈ T , τ < τ ′, x(·) ∈ C(T,Rn).
Èç ðàçáèåíèÿ ∆ ñäåëàåì ¾ïî÷òè ðàâíîìåðíîå¿ ðàçáèåíèå ∆′,{τ∆′

i | i ∈ 1..n∆′} ∈ ∆T

èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ T :

τ∆′
i ,min{τ ∈ ∆ | τ > i(ϑ− t0)/n∆′}, i ∈ 0..n∆′ ,

n∆′ ,min{n ∈ N | n2 d(∆) > 1},

è ïîëîæèì it,max{i ∈ 0..n∆′ | τ∆′
i 6 t}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè t ∈

[τ∆′
it
, τ∆′

it+1). Ïîñòðîèì çíà÷åíèå ñòðàòåãèè Ul(t, x(·),∆) èíäóêòèâíî, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé

Ul(τ
∆′
0 , x(·),∆),u0 ∈ P, y(τ∆′

0 ) = x(τ∆′
0 ), v̄0, v0 ∈ Q, ū0,u0, (5)

Ul(τ
∆′
i , x(·),∆),ui, ūi−1, (6)

y(τ∆′
i ),x(τ∆′

i , τ∆′
i−1, y(τ

∆′
i−1), ūi−1, v̄i−1), v̄i, ν(ui, x(·), τ∆′

i , τ∆′
i+1), (7)

ūi, ∈ argmin
u∈P

⟨
y(τ∆′

i )− wi(τ
∆′
i ), f(τ∆′

i , y(τ∆′
i ), u, v̄i)

⟩
, (8)

wi(·) ∈ argmin
w(·)∈W (x(t0))|

[t0,τ
∆′
i

]

∥w(·)− y(·)∥
C([t0,τ∆

′
i ];Rn)

, (9)
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ãäå i ∈ 1..it; u0, v0 � íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå è ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ;
W (x(t0))|[t0,τ∆′

i ]
îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñóæåíèé íà èíòåðâàë [t0, τ

∆′
i ] ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà

W (x(t0)) ⊂ C(T,Rn). È, íàêîíåö, ïîëîæèì

Ul(t, x(·),∆),Ul(τ
∆′
it , x(·),∆). (10)

Çàìå÷àíèå 2. Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ñòðàòåãèÿ Ul îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà
W (·) (çàâèñÿùåãî îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè äâèæåíèÿ) è íå ñâÿçàíà ñ ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà γ(·).
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà (çàâèñÿùèå îò γ(·)) çàâåðøàò îïðåäå-
ëåíèå ñòðàòåãèè Ul.

Â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ Ul(t, x(·),∆) ïðè âñåõ t ∈ T , ïî�ñóùåñòâó, ó÷àñòâóåò ëèøü
îòðåçîê x(·)|

[t0,τ∆
′

it
]
òðàåêòîðèè x(·) ∈ C(T,Rn).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà W(z) ⊆ C(T,Rn), ïîëó÷åííûå èç òðàåêòîðèé ¾ïî÷òè
îïòèìàëüíûõ¿ êâàçèñòðàòåãèé:

W(z),
∩
ε>0

clC(T,Rn)

{ ∪
Γq(z,α(·))6
Γq(z)+ε

X (z, α(·))
}
, z ∈ G0,

à òàêæå ôàêòîð�ìíîæåñòâî Q/∼
txu

ìíîæåñòâà Q, ïîðîæäåííîå îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
∼
txu
:

(v1 ∼
txu

v2) ⇔ (f(t, x, u, v1) = f(t, x, u, v2)), v1, v2 ∈ Q,

îïðåäåëåííîå äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ G, u ∈ P.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ôàêòîð�ìíîæåñòâà Q/∼
txu

íå çàâèñÿò îò u ∈ P:

Q/∼
txu

= Q/ ∼
txu′

äëÿ âñåõ u, u′ ∈ P, (t, x) ∈ G. (11)

Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Γp(z0) = Γc(z0) = Γq(z0), z0 ∈ G0. (12)

Ñòðàòåãèÿ Ul, çàäàííàÿ ôîðìóëàìè (5)�(10), â êîòîðûõ

W (z),W(z), z ∈ G0,

ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèåé, îïòèìàëüíîé ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõè äëÿ ëþ-

áîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 ∈ G0.

Çàìå÷àíèå 3. Ââèäó ðàâåíñòâà (12), îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 1 ñòðàòåãèÿ Ul áóäåò òàêæå
îïòèìàëüíîé ïðè ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó.

Çàìå÷àíèå 4. Èç îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ Ul ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, òî åñòü
íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè z0 óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1). Â îòëè÷èå îò ïðèâåäåííîãî
âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ ñòðàòåãèè, â ðàáîòå [8] ýëåìåíòû wi(·) (ñì. (9)), ïî-ñóòè, áûëè çàäàíû
ñîîòíîøåíèåì

wi(·) ∈ argmin
w(·)∈W(z0)|

[t0,τ
∆′
i

]

∥w(·)− y(·)∥
C([t0,τ∆

′
i ];Rn)

,

ÿâíî óêàçûâàþùèì íà îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîãî õàðàêòåðà ñòðàòåãèè.
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Çàìå÷àíèå 5. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ (11), ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìû âèäà:

ẋ(t) = f1(t, x(t), u(t)) + f2(t, x(t), v(t)) + g(t, x(t), u(t)) · h(t, x(t), v(t)), (13)

ãäå g(·) � ìàòðèöà�ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n × q, f1(·), f2(·) � âåêòîð�ôóíêöèè (ñòîëáöû)
ðàçìåðíîñòè n, è h(·) � âåêòîð�ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè q òàêîâû, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (13) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé, è ïðè âñåõ (t, x) ∈ G ÿäðî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà g(t, x, u) : Rq 7→ Rn íå çàâèñèò îò u ∈ P .

Â ÷àñòíîñòè, óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà
ẋ1(τ) = u1(τ) · v1(τ), τ ∈ T ,[0, 1],P = Q,{−1, 1}
ẋ2(τ) = g(x1(τ)) · u2(τ) · v2(τ), g(x),max{0, x}, x ∈ R,
(x1(0), x2(0)) = (0, 0), u1(τ), u2(τ) ∈ P, v1(τ), v2(τ) ∈ Q,

(14)

èìååò âèä (13):

f1(·), f2(·), 0, g(t, x, u),
(
u1 0
0 max{0, x1}u2

)
, h(t, x, v),

(
v1
v2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 â îñíîâíîì ñëåäóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èç [8]
è äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåò ñâîéñòâî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ
W(z) ⊂ C(T,Rn) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà z ∈ G0.

3. Îá îòñóòñòâèè â îáùåì ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîé

÷èñòî ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè

Â äàííîì ïóíêòå íà èçâåñòíîì ïðèìåðå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [2, ãë.VI, �1]
ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå òåðìèíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé
Upos, òî åñòü ôóíêöèé U âèäà G ∋ (τ, x) 7→ U(τ, x) ∈ P, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò
óíèâåðñàëüíîé ñòðàòåãèè, îïòèìàëüíîé ïðè L2-êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó{
ẋ(τ) = u(τ) · v(τ), x(0) = 0,

u(τ) ∈ P, v(τ) ∈ Q, τ ∈ T ,[0, 1], P ,Q,{−1, 1},
(15)

è ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà

γ(x(·)),x(1), (16)

î÷åâèäíî, íåïðåðûâíûé â C(T,R). Ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé u(·) è v(·) íà
T óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì (15), êàê âûøå, îáîçíà÷èì U è V.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ (15)�(16) âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

Γc(t∗, z∗) = Γp(t∗, z∗) = Γq(t∗, z∗) = z∗ + t∗ − 1, (t∗, z∗) ∈ (−∞, 1]× R,

ãäå Γc(t∗, z∗), Γp(t∗, z∗) � çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå S
ïðè L2-êîìïàêòíûõ è ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó, ñîîòâåòñòâåííî, à Γq(t∗, z∗) �
çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå êâàçèñòðàòåãèé Q â íà÷àëü-
íîé ïîçèöèè (t∗, z∗) ∈ [0, 1]× R.
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Ïîëîæèì
G,{(τ, x) | |x| 6 τ + 1, τ ∈ [0, 1]}.

Áîëåå òî÷íî äîêàçûâàåìîå äàëåå óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â
çàäà÷å óïðàâëåíèÿ (15)�(16) íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèè Uu ∈ Upos, îïòèìàëüíîé ïðè L2-
êîìïàêòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîìåõó äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé èç ìíîæåñòâà G.

Ïóñòü, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ñòðàòåãèÿ Uu ∈ Upos óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì:

Γc(t∗, z∗, Uu) = Γc(t∗, z∗) = t∗ + z∗ − 1, (t∗, z∗) ∈ G. (17)

Òîãäà, ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì [12], ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ

U−,{(τ, x) ∈ G | Uu(τ, x) = −1}, U+,{(τ, x) ∈ G | Uu(τ, x) = 1}

ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì âî ìíîæåñòâå G.
Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(z∗k,∆k, vk(·)) ∈ R×∆T × V | k ∈ N},

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì:

lim
k→∞

z∗k = 0, lim
k→∞

d(∆k) = 0,

lim
k→∞

∥vk(·)− v0(·)∥L2([0,1];R) = 0, v0(τ), 1, τ ∈ [0, 1], (18)

Uu(τki, xk(τki)) = 1, τki ∈ ∆k, i ∈ 1..n∆k
,

xk(·),x(·, 0, z∗k, {Uu,∆k}, vk(·)), k ∈ N.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→∞

∥xk(·)− x0(·)∥C([0,1];R) = 0, x0(τ), τ, τ ∈ [0, 1].

Êàê èçâåñòíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2(T,R),
îáðàçóåò ìíîæåñòâî, êîìïàêòíîå â ýòîé òîïîëîãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñõîäèìîñòè (18)
èìååì {vk(·) | k ∈ N} ∈ compL2(T ;Rq)(V) è

x0(·) ∈ X(0, Uu, {vk(·) | k ∈ N}) ⊂ Xc(0, Uu).

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âëå÷åò ðàâåíñòâî

Γc(0, 0, Uu) = 1,

ïðîòèâîðå÷àùåå (17) ïðè (t∗, z∗) = (0, 0).
Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âñåãäà âûïîëíåíî ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî èç óòâåðæäåíèé:
(à) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (z+k )k∈N òàêàÿ, ÷òî limk→∞ z+k = 0, Uu(0, z

+
k ) = 1,

k ∈ N;
(á) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (z−k )k∈N òàêàÿ, ÷òî limk→∞ z−k = 0, Uu(0, z

−
k ) = −1,

k ∈ N.
Åñëè âûïîëíåíî (à), òî ïîëîæèì (z∗k)k∈N,(z+k )k∈N è vk(τ), 1 äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ

τ ∈ [τk0, τk1), òî åñòü íà ïåðâîì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ ∆k. Åñëè æå (à) íå âûïîëíå-
íî, òî íåïðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ (á), è ìû ïîëîæèì (z∗k)k∈N,(z−k )k∈N äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ
τ ∈ [τk0, τk1) (ìîìåíò τk1 ∈ ∆k áóäåò îïðåäåëåí íèæå). Çàòåì çíà÷åíèÿ ïîìåõè vk(·) áóäóò
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èíâåðòèðîâàíû (ïîìåíÿþò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé) íà ìàëîì çàâåðøàþùåì èíòåðâàëå
[τ ′k1, τk1) ⊂ [τk0, τk1). Ìîìåíò τ ′k1 ∈ [τk0, τk1] òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ íèæå. Íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ
èíòåðâàëàõ τ ∈ [τk(i−1), τki), i ∈ 1..n∆ çíà÷åíèå ïîìåõè vk(·) ñíà÷àëà áóäóò óñòàíàâëèâàòüñÿ
ðàâíûìè 1 íà âñåì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ, à çàòåì èçìåíÿòüñÿ íà −1 íà íåáîëüøîì çàâåðøà-
þùåì ïîäèíòåðâàëå τ ∈ [τ ′k(i−1), τki) ⊂ [τk(i−1), τki).

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ðàçáèåíèé ∆k è ìîìåíòîâ τ ′ki. Ïîëîæèì

τ̄ki,
i

2k
, εk ,

1

k2k+1
, i ∈ 0..2k, k ∈ N.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ τ ′k1, τk1 çàäàäèì êðóã ðàäèóñà εk ñ öåíòðîì â òî÷êå (τ̄k1, z∗k +
τ̄k1 −

√
2εk), òî åñòü êðóã, êàñàþùèéñÿ ñíèçó ïðÿìîé y(τ), z∗k + τ , êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü

ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äâèæåíèÿ xk(·). Ýòîò êðóã áóäåò öåëèêîì ëåæàòü âî ìíîæåñòâå G. Â
ñèëó ïëîòíîñòè â G ìíîæåñòâà U+ äàííûé êðóã íåïðåìåííî ñîäåðæèò òî÷êó (τ+k1, x

+
k1) ∈ U+.

Ïîëîæèì τk1, τ+k1, à ìîìåíò τ ′k1 âûáåðåì èç èíòåðâàëà [τ̄k1 −
√
2εk, τ̄k1] òàê, ÷òîáû èíâåðòè-

ðîâàíèåì çíà÷åíèé vk(·) íà èíòåðâàëå [τ ′k1, τk1] áûëî óäîâëåòâîðåíî ðàâåíñòâî xk(τk1) = x+k1.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìîìåíòà ïðîâåðÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì òåîðåìû Ðîëëÿ. Íà âñåõ ïîñëåäóþ-
ùèõ èíòåðâàëàõ ðàçáèåíèÿ ∆k ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîìåõè
vk(·) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 1 âíà÷àëå è −1 íà ìàëîì çàâåðøàþùåì èíòåðâàëå.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîñòðîåíèé ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ â ïîøàãîâûõ äâèæåíèÿõ íà âñåõ
èíòåðâàëàõ ðàçáèåíèÿ êðîìå, ìîæåò áûòü, ïåðâîãî áóäåò ðàâíÿòüñÿ 1. Ïîìåõà òàêæå áóäåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 1 âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ìàëûõ ¾çàâåðøàþùèõ¿ èíòåðâàëîâ è, áûòü
ìîæåò, ïåðâîãî èíòåðâàëà. Ïðè ýòîì çíàêè óïðàâëåíèÿ è ïîìåõè íà ïåðâîì èíòåðâàëå ñîãëà-
ñîâàíû òàê, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ðàâíÿåòñÿ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
(15) âäîëü äâèæåíèÿ xk(·) ðàâíÿåòñÿ 1 âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ¾çàâåðøàþùèõ¿
èíòåðâàëîâ, ìåðà êîòîðûõ â ñóììå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû∑

i∈1..2k
τki − τ ′ki 6

∑
i∈1..2k

√
2εk =

√
2

1

k2k+1
2k =

1

k
√
2
.

È, ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ïîìåõà vk(·) îòëè÷íà îò 1 íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû

1

2k
+

1

k
√
2
.

Èç ýòîé îöåíêè ñðàçó ñëåäóþò ñõîäèìîñòü (18). Îñòàëüíûå çàÿâëåííûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (z∗k)k∈N, (∆k)k∈N, (vk(·))k∈N ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ.

Äëÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà áîëåå ñëîæíîãî âèäà îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ â êëàññåUpos ìîæåò
áûòü óñòàíîâëåíî áåç àïåëëÿöèè ê ñâîéñòâó óíèâåðñàëüíîñòè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð (ñì. [13]) ñêàëÿðíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âèäà{
ẋ(τ) = u(τ)f1(τ) + v(τ)f2(τ), x(0) = 0,

u(τ) ∈ P, v(τ) ∈ Q, τ ∈ T ,[0, 4π], P ,Q,[−1, 1],

f1(τ),
{
0, τ ∈ [0, 2π],

sin(τ), τ ∈ [2π, 4π],
f2(τ),

{
sin(τ), τ ∈ [0, 2π],

0, τ ∈ [2π, 4π]

ñ ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà âèäà

γ(x(·)), | max
τ∈[0,2π]

x(τ)− max
τ∈[2π,4π]

x(τ)|, (x(·)) ∈ C(T,R),
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î÷åâèäíî, íåïðåðûâíûì â C(T,R).
Íåðàâåíñòâî inf U∈Upos

supx(·)∈Xc(0,U) γ(x(·)) > 1 ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ äâóõ ïîìåõ

v1(τ), 0, τ ∈ [0, 4π], v2(τ),
{
1, τ ∈ [0, 2π],

0, τ ∈ (2π, 4π].

Ñîîòíîøåíèå Γc(0) = 0 òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êâàçèñòðàòåãèè

ᾱ(v(·))(τ),
{
0, τ ∈ [0, 2π],

v(τ − 2π), τ ∈ (2π, 4π].

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ 0 6 Γc(0) = Γq(0) 6 supx(·)∈X (0,ᾱ(·)) γ(x(·)) = 0. È, çíà÷èò, â äàííîì ïðèìåðå
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Γc(0) < inf U∈Upos

supx(·)∈Xc(0,U) γ(x(·)).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà

ÐÀÍ ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÓðÎ ÐÀÍ

(ïðîåêò 12�Ï�1�1002), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò 12�01�00290).
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On the Model Motions in Control Problem with Functional

Constraints on Disturbances

D.A. Serkov, Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch of the Russian Academy
of Sciences, Yekaterinburg, Russian Federation, serkov@imm.uran.ru

A control problem for a system described by an ordinary di�erential equation is
considered. It is suggested that the values of the control and of disturbance belong compact
sets at every instant. It is also assumed that the disturbance meets some additional
functional constraints showing the nature of the problem under consideration. The control
quality is assessed by the functional continuous in the metrics of uniform convergence over
the set of phase paths of the system. As it is previously stated, a strategy with full memory
solves the control problem under compact constraints to the disturbance as well as under
other functional constraints which are reduced to them. At the same time, the strategies
constructed for the cases above are not universal, i.e. they depend on the starting position of
the system motion. The question of possibility to solve the control problem with functional
constraints in a narrower (classic) set of strategies (positional strategies) remains open.
This paper gives the construction of the universal optimal strategy using a model of the
control system in the feedback path. The examples that lead to the expansion of the class
of solution strategies up to strategies with full memory are also given.

Keywords: optimal guarantee, strategies with full memory, functional constraints.
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