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ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÐÎÑÒÀ
ÎÏÓÕÎËÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß ÏÎÒÎÊÀ

Ë.Ñ. Èñà÷åíêî, À.È. Ëîáàíîâ

Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò),
ã. Äîëãîïðóäíûé

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà îäíîìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà ðàêîâîé îïóõîëè
â êâàçèëèíåéíûõ óðàâåíèÿõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Â ìîäåëè ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà
ïîëíûé ïîòîê ïîäâèæíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè âûðîæ-
äåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï è ïîÿâëåíèþ ðàçðûâíûõ (ñëàáûõ)
ðåøåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé ðàçâèòèå îïóõîëè òðàêòîâàëîñü êàê ïîÿâ-
ëåíèå íîâîé ôàçû. Â èòîãå ðåøåíèå çàäà÷è ñâåëîñü ê ðåøåíèþ îáîáùåííîé (íåëèíåé-
íîé) çàäà÷è Ñòåôàíà. Ïðåäëîæåíà è ðåàëèçîâàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ äàííîé çàäà÷è
ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ïîäâèæíîé ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííûé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû îïóõîëåâîãî ðîñòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíàÿ ñõåìà; òàêñèñ ïî ñóáñòðàòó; çàäà÷à ñ ïîäâèæíîé

ãðàíèöåé; âûäåëåíèå ðàçðûâà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàêîâûå çàáîëåâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí ñìåðòíîñòè â ìèðå. Íà
îíêîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ åæåãîäíî òðàòÿòñÿ çíà÷èòåëüíûå ñðåäñòâà. Ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðåìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà î òå-
÷åíèè ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé. Îñíîâûâàÿñü íà àíàëèçå ýòîãî ìàòåðèàëà, óäàëîñü óñòà-
íîâèòü íåêîòîðûå ìåõàíèçìû, ñïîñîáñòâóþùèå ðîñòó è ðàçâèòèþ ðàêîâûõ îïóõîëåé.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, íàðÿäó ñ ýêñïåðèìåíòîì, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðó-
ìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé îïóõîëåâîãî ðîñòà. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îò ïðîñòûõ äèôôóçèîííûõ äî
ñëîæíûõ ìíîãîóðîâíåíûõ, êîòîðûå îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðàçâèòèÿ îïóõî-
ëåé (ðîñò, âàñêóëÿðèçàöèþ, àíãèîãåíåç è äð.), à òàêæå ïîçâîëÿþò îöåíèòü ýôôåêòèâ-
íîñòü âîçäåéñòâèé íà îïóõîëü ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ñ ó÷åòîì äèôôóçèîííîé è õåìîòàêñè÷åñêîé
ïîäâèæíîñòè îïóõîëåâûõ êëåòîê, à òàêæå ãåòåðîãåííîãî îêðóæåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà
ïîäõîäå [1]. Ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè [1] ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòü ðîñòà ñóììàð-
íîé êîíöåíòðàöèè êëåòîê äî ëþáîãî óðîâíÿ, à òàêæå áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ îïóõîëåâûõ ïîäâèæíûõ êëåòîê. Îäíèì èç ïóòåé ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì
ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà âàðèàöèîííîé çàäà÷è, àíàëîãè÷íî [2], ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé òè-
ïà íåðàâåíñòâ íà ïîëíûé ïîòîê è ñóììàðíóþ ÷èñëåííîñòü êëåòîê. Äðóãîé ïóòü �
èñïîëüçîâàíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà ïîäâèæíûõ êëåòîê. Òàêîé
ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [3] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî òåïëîïåðåíîñà â ïëàç-
ìå. Çäåñü îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ áèîëîãè÷åñêîé çàäà÷è. Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà
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ñèñòåìà óðàâíåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

∂n

∂t
= − ∂

∂x

[(
1− c

cmax

)(
−D

∂n

∂x
+ αn

∂S

∂x

)]
+ P1 (S)m− P2 (S)n− dnn, (1)

∂m

∂t
= qmS

(
1− c

k

)
− P1 (S)m+ P2 (S)n, (2)

∂l

∂t
= βlS

(
1− c

k

)
−Hl (n+m) , (3)

∂S

∂t
= Ds

∂2S

∂x2
− γlSl − γmSm− γnSn, (4)

ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ ïîäâèæíûõ íåäåëÿùèõñÿ îïóõîëåâûõ êëåòîê, m � êîíöåíòðà-
öèÿ íåïîäâèæíûõ äåëÿùèõñÿ îïóõîëåâûõ êëåòîê, l � êîíöåíòðàöèÿ çäîðîâûõ êëåòîê,
S � êîíöåíòðàöèÿ ïèòàòåëüíîãî ñóáñòðàòà, c = n+m+ l � ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü êëå-
òîê, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïîäâèæíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê, α � êîýôôèöèåíò
õåìîòàêñèñà ïî îòíîøåíèþ ê ñóáñòðàòó, q � ñêîðîñòü ðîñòà íåïîäâèæíûõ îïóõîëå-
âûõ êëåòîê, P1 (S) = K 1−th(ϵ(S−Scr))

2
, P2 (S) = K 1−th(ϵ(Scr−S))

2
� ôóíêöèè èòåíñèâíîñòè

ïåðåõîäà èç íåïîäâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîäâèæíîå è îáðàòíî.
Ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü êëåòîê c = n +m + l íå äîëæíà ïðåâûøàòü ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíóþ ïëîòíîñòü äëÿ òêàíè c ≤ cmax. Ïðè äîñòèæåíèè â íåêîòîðîé îáëàñòè òêàíè
ïëîòíîé êëåòî÷íîé óïàêîâêè, ìèãðàöèÿ ïîäâèæíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê â äàííóþ
îáëàñòü ïðåêðàùàåòñÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ïîòîêà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

W =

(
1− c

cmax

)(
−D

∂n

∂x
+ αn

∂S

∂x

)
.

Ñ ââåäåíèåì òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ïîòîê íàðóøàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèé òèï óðàâ-
íåíèÿ, ìîæåò èìåòü ìåñòî âûðîæäåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Êàê äëÿ êâàçèëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, òàê è äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
âîçìîæíî íàëè÷èå ñëàáûõ (îáîáùåííûõ) ðåøåíèé.

Ðàçâèòèå îïóõîëè â çàäà÷å ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîÿâëåíèå íîâîé ôàçû. Ñðåäè
ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è âîçìîæíî
êàê äèôôóçèîííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîäâèæíûõ êëåòîê áåç ôîðìèðîâàíèÿ âûðàæåí-
íîé ãðàíèöû [4], òàê è âîçíèêíîâåíèå ðåçêîé ãðàíèöû ìåæäó îïóõîëåâûìè è çäîðîâû-
ìè êëåòêàìè [5]. Òàêîìó õàðàêòåðó ðîñòà îïóõîëè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îáîáùåííîå
ðåøåíèå. Ïðè äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé êëåòî÷íîé ïëîòíîñòè cmax ïîÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâíàÿ ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç ìåæäó îïóõîëüþ ñ ïëîòíîé êëåòî÷íîé óïàêîâêîé
è åå îêðóæåíèåì.

Â îñíîâíîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäà-
ìè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå çàäà÷è Ñòåôàíà. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà ïðåäïîëàãàåò,
÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä ëîêàëèçîâàí â óçêîé îáëàñòè ôðîíòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ ñëàáîãî ðàçðûâà äëÿ ôóíêöèè òåìïåðàòóðû. Ïîëîæåíèå ôðîíòà ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è èùåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Çàäà÷à Ñòåôàíà
ïîñëóæèëà îñíîâîé äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà îáîáùåíèé. Äàííàÿ çàäà÷à òàêæå ñâîäèòñÿ
ê îáîáùåííîé (íåëèíåéíîé) çàäà÷å Ñòåôàíà.

Ïóñòü â ñèñòåìå ïðè äîñòèæåíèè ñóììàðíîé ïëîòíîñòè êëåòîê ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ âîçíèêëà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ôàç (ðèñ. 1). Ðàññìîòðèì äâèæåíèå
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ýòîé ãðàíèöû. Åå ïîëîæåíèå ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèåé ξ (t). Íàéäåì ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ ãðàíèöû. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî îíà äâèæåòñÿ ñëåâà íà-
ïðàâî. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â ξ (t), çà íåêîòîðîå ìàëîå âðåìÿ
∆t îíà ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷êó ξ (t+∆t) è ïðîéäåò ðàññòîÿíèå V∆t, ãäå V � ñêîðîñòü
ïîäâèæíîé ãðàíèöû. Òàê êàê âðåìÿ ∆t ìàëî, ñêîðîñòü V ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé.

c

xξ(t) ξ(t+∆t)

V

Ðèñ. 1. Ê îöåíêå ôàçîâîé ñêîðîñòè ãðàíèöû

Ïðîñóììèðîâàâ (1) � (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ñóììàðíîé ïëîòíîñòè
êëåòîê

∂c

∂t
= − ∂

∂x

[
(1− c)

(
−D

∂n

∂x
+ αn

∂S

∂x

)]
+ g, (5)

ãäå g = qmS (1− c/k) + βlS (1− c/k)−Hl (n+m)− dnn.
Èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå áàëàíñà (5):

t+∆t∫
t

∂c

∂t
dt = −

t+∆t∫
t

∂W

∂x
dt+

t+∆t∫
t

g dt = − 1

V

ξ(t+∆t)∫
ξ(t)

∂W

∂x
dx+

t+∆t∫
t

g dt.

Òîãäà çà âðåìÿ ∆t áàëàíñ êëåòîê â îáëàñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ãðàíèöà
ðàçäåëà ôàç, ìîæíî çàïèñàòü

c (t+∆t)− c (t) = − 1

V

(
W
(
ξ (t+∆t)

)
−W

(
ξ (t)

))
+
(
g (t+∆t)− g (t)

)
∆t.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆t çíà÷åíèå ïîòîêà W
(
ξ (t)

)
ñîîòâåòñòâóåò

ïîòîêó ñëåâà îò ãðàíèöû, àW
(
ξ (t+∆t)

)
� ñïðàâà, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè

ãðàíèöû

V =
[W ]

[g] ∆t− [c]
, (6)

ãäå [W ] � ñêà÷îê ïîëíîãî ïîòîêà, [c] � ñêà÷îê ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè êëåòîê íà
ãðàíèöå, [g] � ñêà÷îê ôóíêöèè g.
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Òàêæå, èñõîäÿ èç áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷èì óñëîâèå íà ðàçðûâå äëÿ ïî-
òîêà [

W

1− c

]
= 0. (7)

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçíà÷àëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî îïóõîëåâûõ êëåòîê íàõîäèòñÿ
â öåíòðå ðàñ÷åòíîé îáàñòè L. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

nx (0, t) = 0, nx (L, t) = 0,
mx (0, t) = 0, mx (L, t) = 0,
lx (0, t) = 0, lx (L, t) = 0,
Sx (0, t) = 0, S (L, t) = 1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ñòåôàíà ñóùåñòâåííî ïîâûøàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåí-
íîìó ìåòîäó. Ïðè ÷èñëåííîì ïîñòðîåíèè ñëàáîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìûì ñâîéñòâîì
ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû.

1. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû áåç ÿâíîãî âûäå-
ëåíèÿ ðàçäåëà ôàç, ò.å. îäíîðîäíûå ðàçíîñòûå ñõåìû [6], è ìåòîäû, ÿâíî âûäåëÿþùèå
ïîäâèæíóþ ãðàíèöó è ó÷èòûâàþùèå åå äâèæåíèå [7]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äàí-
íîé îäíîìåðíîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì
ðàçðûâà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Â îáëàñòè ðåøåíèÿ ââî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, âûáîð øàãà ïî âðåìåíè ïðè
ïîñëîéíîì ïåðåõîäå îñóùåñòâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Èñïîëüçóåòñÿ äâóõñëîéíàÿ íåÿâ-
íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Äëÿ çíà÷åíèé íà âåðõíåì ñëîå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
ñ ≪ˆ≫. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòü-
ñÿ äèâåðãåíòíîé ôîðìîé çàïèñè óðàâíåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå
− ∂

∂x

[
(1− c)

(
−D ∂n

∂x
+ αn∂n

∂x

)]
, âîñïîëüçîâàâøèñü àïïðîêñèìàöèåé Øàðôåòòåðà [8].

Ïîëó÷èì

− ∂

∂x

[
(1− c)

(
−D

∂n

∂x
+ αn

∂n

∂x

)]
=

∂

∂x

[
(1− c)De

αS
D

∂

∂x

(
ne−

αS
D

)]
.

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîäâèæíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê èìååò âèä

n̂− n

τ
=

D

2h

[
κ̂+ 1

2

n̂+1e
− α

D
Ŝ+1 − n̂e−

α
D
Ŝ

h
− κ̂− 1

2

n̂e−
α
D
Ŝ − n̂−1e

− α
D
Ŝ−1

h

]
+f
(̂
n, m̂, Ŝ

)
− dn̂, (8)

ãäå κ̂+ 1
2

= (1− ĉ+ 1− ĉ+1)
e

α
D
Ŝe

α
D
Ŝ+1

e
α
D
Ŝ + e

α
D
Ŝ+1

, f
(
n̂, m̂, Ŝ

)
= Kqm̂

1−th(Ŝ−Scr)
2

−

Kqn̂
1−th(Scr−Ŝ)

2
. Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íà n − 1 è n + 1 øàãàõ ïî ïðîñòðàíñòâó îáîçíà-

÷àþòñÿ èíäåêñàìè −1 è +1.
Äëÿ ñóáñòðàòà, çäîðîâûõ è íåïîäâèæíûõ îïóõîëåâûõ êëåòîê ðàçíîñòíûå óðàâíå-

íèÿ çàïèñûâàþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì

Ŝ − S

τ
=

Ds

h2

(
Ŝ+1 − 2Ŝ + Ŝ−1

)
− γ3Ŝn̂− γ2Ŝm̂− γ1Ŝĥe,
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l̂ − l

τ
= βl̂Ŝ

(
1− ĉ

k

)
−Hl̂ (n̂+ m̂) ,

m̂−m

τ
= qm̂Ŝ

(
1− ĉ

k

)
− f

(
n̂, m̂, Ŝ

)
.

Ìîäèôèöèðóåì ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âáëèçè ïîäâèæíîé ãðàíèöû. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà ãðàíèöà äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ξ (t)
èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ

ξ̂ = ξ + V τ,

ãäå V � ñêîðîñòü ãðàíèöû íà íèæíåì ñëîå.
Òàê êàê â ξ̂ ðàçðûâ, çàïèøåì ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâó ñ èñïîëüçîâàíèåì äî-

ïîëíèòåëüíîé òî÷êè ξ̂. Îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñïðàâà îò ðàçðûâà èíäåêñîì ξ+,
ñëåâà � èíäåêñîì ξ−. Òîãäà ñëåâà îò ãðàíèöû ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîäâèæíûõ
îïóõîëåâûõ êëåòîê èìååò âèä

n̂− n

τ
=

2D

ξ̂ − xn + h

(1− ĉ+ 1− ĉξ−)

ξ̂ − xn

(
n̂ξ− − n̂e

α
D (Ŝξ−−Ŝ)

1 + e
α
D (Ŝξ−−Ŝ)

)
−

− 2D

ξ̂ − xn + h

(1− ĉ+ 1− ĉ−1)

h

(
n̂e

α
D (Ŝ−1−Ŝ) − n̂−1

1 + e
α
D (Ŝ−1−Ŝ)

)
+ f

(
n̂, m̂, Ŝ

)
− dnn̂.

Ñïðàâà îò ãðàíèöû

n̂− n

τ
=

2D

xn − ξ̂ + h

(1− ĉ+ 1− ĉ+1)

h

(
n̂+1 − n̂e

α
D (Ŝ+1−Ŝ)

1 + e
α
D (Ŝ+1−Ŝ)

)
−

− 2D

xn − ξ̂ + h

(1− ĉ+ 1− ĉξ+)

xn − ξ̂

(
n̂e

α
D (Ŝξ+−Ŝ) − n̂ξ+

1 + e
α
D (Ŝξ+−Ŝ)

)
+ f

(
n̂, m̂, Ŝ

)
− dnn̂.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü îäíîðîäíóþ ñõåìó, èç ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäè-
ìî èñêëþ÷èòü nξ− è nξ+. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà ðàçðûâå (6), (7).

Â èòîãå ñëåâà îò ãðàíèöû:

n̂− n

τ
=

2D

ξ̂ − xn + h

(1− ĉ+ 1− ĉ+1)(
1 + e

α
D (Ŝ+1−Ŝ) (

ξ̂−xn)
h

)
(
n̂+1 − n̂e

α
D (Ŝ+1−Ŝ)

)
e−

α
D (Ŝ+1−Ŝ) (

xn+1−ξ̂)
h

h+ D
V
(ĉ− ĉ+1)

−

− 2D

ξ̂ − xn + h

(1− ĉ + 1− ĉ+1)(
1 + e

α
D (Ŝ+1−Ŝ) (

ξ̂−xn)
h

) ∆gτ(
h+ D

V
(ĉ− ĉ+1)

)+
+

2D

ξ̂ − xn + h

(1− ĉ + 1− ĉ−1)(
1 + e

α
D (Ŝ−1−Ŝ)

) ( n̂e
α
D (Ŝ−1−Ŝ) − n̂−1

h

)
+ f

(
n̂, m̂, Ŝ

)
− dnn̂,

ãäå ∆g = βl̂Ŝ
(
1− ĉ

k

)
+ qm̂Ŝ

(
1− ĉ

k

)
− dnn̂− βl̂+1Ŝ+1

(
1− ĉ+1

k

)
− qm̂+1Ŝ+1

(
1− ĉ+1

k

)
+

dnn̂+1.
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Ñïðàâà:

n̂− n

τ
=

2D

ξ̂ − xn + h
· (1− ĉ+ 1− ĉ+1)(

1 + e
α
D (Ŝ+1−Ŝ) (

ξ̂−xn)
h

) ·

(
n̂+1 − n̂e

α
D (Ŝ+1−Ŝ)

)
e−

α
D (Ŝ+1−Ŝ)· (

xn+1−ξ̂)
h

h+ D
V
(ĉ− ĉ+1)

−

− 2D

ξ̂ − xn + h
· (1− ĉ + 1− ĉ+1)(

1 + e
α
D (Ŝ+1−Ŝ)· (

ξ̂−xn)
h

) · ∆gτ(
h+ D

V
(ĉ− ĉ+1)

)+
+

2D

ξ̂ − xn + h
· (1− ĉ + 1− ĉ−1)(

1 + e
α
D (Ŝ−1−Ŝ)

) ·

(
n̂e

α
D (Ŝ−1−Ŝ) − n̂−1

h

)
+ f

(
n̂, m̂, Ŝ

)
− dnn̂.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êâàçèëè-
íåàðèçàöèè. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàòðè÷íîé
ïðîãîíêè.

2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïîëó÷åíî òðè ðàçëè÷íûõ òèïà ïðîôèëåé
ïëîòíîñòè îïóõîëåâûõ êëåòîê. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà, êîãäà ïîäâèæ-
íûõ ãðàíèö íå âîçíèêàåò è íàáëþäàåòñÿ äèôôóçèîííûé ðîñò îïóõîëè.

Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü êëåòîê è êîíöåíòðàöèÿ ñóáñòðàòà ïðè îòñóñòâèè ïîäâèæíûõ ãðà-
íèö. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D = 0, 026, α = 0, 2, q = 100

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè êëåòîê ïðè âîçíèêíîâåíèè ïî-
äâèæíûõ ãðàíèö, íî ïðè îòñóñòâèè âûðîæäåíèÿ â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Íà ðèñ. 3
õîðîøî âèäíî âëèÿíèå ñóáñòðàòíîãî òàêñèñà íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèö. Ïðè äâè-
æåíèè ïðîòèâ ñóáñòðàòíîãî òàêñèñà ãðàíèöà íà÷èíàåò â èòîãå ðàçìûâàòüñÿ.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå êëåòîê ïðè âîçíèêíîâåíèè ïîäâèæíûõ ãðà-
íèö è âûðîæäåíèè óðàâíåíèÿ â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Â äàííîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ
íåñêîëüêî ãðàíèö ðàçäåëîâ ôàç.
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Ðèñ. 3. Ïëîòíîñòü îïóõîëåâûõ êëåòîê è ðàñïðåäåëåíèå ñóáñòðàòà ïðè íàëè÷èè ïî-
äâèæíûõ ãðàíèö (îòñóñòâóåò âûðîæäåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï óðàâíåíèÿ). Çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ D = 0, 026, α = 2, q = 100

Ðèñ. 4. Ïëîòíîñòü îïóõîëåâûõ êëåòîê è ðàñïðåäåëåíèå ïðè íàëè÷èè ïîäâèæíûõ ãðà-
íèö (âûðîæäåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï óðàâíåíèÿ). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D =
0, 026, α = 2, q = 150

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ðîñòà îïóõîëè ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà
ïîäâèæíûõ êëåòîê íà áàçå îáîáùåííîé çàäà÷è Ñòåôàíà ïîñòðîåíà è ðåàëèçîâàíà
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ðàçðûâà. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
ïðåäëîæåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðè ðàçëè÷íûõ ïðîôèëÿ ðåøåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ïî îäíî-
ðîäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå.

104 Bulletin of the South Ural State University. Ser. Mathematical Modelling, Programming
& Computer Software (Bulletin SUSU MMCS), 2017, vol. 10, no. 2, pp. 98�106



ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ëèòåðàòóðà

1. Àñòàíèí, Ñ.À. Âëèÿíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ãåòåðîãåííîñòè ñðåäû íà ðîñò è èíâàçèþ îïó-
õîëè. Àíàëèç ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ / Ñ.À. Àñòàíèí, À.Â. Êîëîáîâ,
À.È. Ëîáàíîâ, Ò.Ï. Ïèìåíîâà, À.À. Ïîëåæàåâ, Ã.È. Ñîëÿíèê // Ìåäèöèíà â çåðêàëå
èíôîðìàòèêè. � Ì.: Íàóêà, 2008. � C. 188�223.

2. Àëáó, À.Ô. Î ïðîöåññå ïëàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ / À.Ô. Àëáó,
Â.È. Çóáîâ // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. � 2002. � Ò. 14, � 5. � Ñ. 119�123.

3. Âîëîñåâè÷, Ï.Ï. Äèíàìèêà è íàãðåâ ïëàçìû ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè òåïëîâîãî ïîòîêà /
Ï.Ï. Âîëîñåâè÷, Í.Â. Çìèòðåíêî, Å.È. Ëåâàíîâ, Å.Â. Ñåâåðèíà // Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå. � 2008. � Ò. 20, � 4. � Ñ. 57�68.

4. Freeman, A.E. In Vivo-Like Growth of Human Tumors in Vitro / A.E. Freeman,
R.M. Ho�man // Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States
of America. � 1986. � V. 83, � 8. � P. 2694�2698.

5. Hsiao, A.Y. Micro�uidic System for Formation of PC-3 Prostate Cancer Co-Culture
Spheroids / A.Y. Hsiao, Y. Torisawaa, Y.C. Tunga, S. Sudb, R.S. Taichmanc, K.J. Pientab,
S. Takayamaet // Biomaterials. � 2009. � V. 30. � P. 3020�3027.

6. Ôåäîðåíêî, Ð.Ï. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è Ñòåôàíà / Ð.Ï. Ôåäîðåíêî //Æóðíàë âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 1975. � Ò. 15, � 5. � Ñ. 1339�1344.

7. Íèçüåâ, Â.Ã. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïëàâëåíèÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ ïîðîøêîâ ïðè
ëàçåðíîì ñïåêàíèè / Â. Ã. Íèçüåâ, À. Â. Êîëäîáà, Ô. Õ. Ìèðçàäå, Â. ß. Ïàí÷åíêî,
Þ. À. Ïîâåùåíêî, Ì. Â. Ïîïîâ// Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. � 2011. � Ò. 23, � 4. �
Ñ. 90�102.

8. Scharfetter, D.L. Large-Signal Analysis of Silicon Read Diode Oscillator / D.L. Scharfetter,
H.K. Gummel // IEEE Transactions on Electron Devices. � 1969. � V. 16, � 1. � P. 64�77.

Ëàðèñà Ñåðãååâíà Èñà÷åíêî, àñïèðàíò, êàôåäðà ≪Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ìàòåìàòèêà≫, Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò) (Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, ã. Äîëãîïðóäíûé, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ),
isachenko.larisa@gmail.com.

Àëåêñåé Èâàíîâè÷ Ëîáàíîâ, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð,
êàôåäðà ≪Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà≫, Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-
òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò) (Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, ã. Äîë-
ãîïðóäíûé, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ), alexey@crec.mipt.ru.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30 èþíÿ 2016 ã.

MSC 65N06 DOI: 10.14529/mmp170208

A DIFFERENCE SCHEME FOR SOLVING THE EQUATIONS
OF TUMOR GROWTH SUBJECT TO THE RESTRICTED FLOW
OF MOTILE CELLS
L.S. Isachenko, L.I. Lobanov

Moscow Institute of Physics and Technology (State University), Dolgoprudny, Moscow Region,
Russian Federation

E-mail: isachenko.larisa@gmail.com, alexey@crec.mipt.ru

The article investigates one-dimensional mathematical model of tumor growth

represented by a system of quasi-linear parabolic equations. We assume certain restrictions
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on the full �ow of the motile tumor cells, leading to the possible degeneration of the system

into a hyperbolic type and emergence of discontinuous (weak) solution. To �nd weak solution

we consider tumor growth as the emergence of a new phase. Thus we have a generalized

(nonlinear) Stefan problem. The authors propose and implement a di�erence scheme with

the explicit statement of the phase-change moving boundary to solve the problem. It is

shown that this approach allows to describe di�erent regimes of tumor growth.

Keywords: di�erence scheme; substrate taxis; the problem with movable boundary; break

allocation.
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