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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ НАПРЯЖЕНИЙ
НА НАКЛОННОЙ КОНТАКТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
ПРИ РАСТЯЖЕНИИ ДИСКРЕТНО-НЕОДНОРОДНОГО
ТВЕРДОГО ТЕЛА

В.Л. Дильман, А.И. Носачева

Формулируется задача линейного сопряжения для напряжений на контактной по-

верхности для дискретно-неоднородного тела. В случае плоской контактной поверхно-

сти эта задача решается численно и аналитически. На этой основе проводится числен-

ный анализ напряжений на наклонной контактной поверхности в соединении из двух

различных по прочности частей при плоской деформации.

Ключевые слова: плоская деформация, неоднородное соединение, задача сопряже-

ния для напряжений.

Задача линейного сопряжения для напряжений на границе между пластическими среда-
ми с различными параметрами текучести впервые была поставлена и в некоторых частных
случаях решена в работах [1–8], в которых рассматривался случай, когда контактная по-
верхность плоская и расположена ортогонально направлению внешней нагрузки. В работах
[1–4] эта задача исследовалась при плоском деформированном состоянии. Осесимметрич-
ная задача линейного сопряжения для напряжений решалась для неоднородного сплошного
стержня в работах [2, 3, 5–8]. Решения задачи сопряжения для напряжений получены в рабо-
тах [1–4] в аналитической форме. Первые попытки рассмотреть существенно более сложный
случай, когда контактная поверхность наклонена к направлению внешней нагрузки, сдела-
ны в работе [9]. В основе метода решения задачи сопряжения для напряжений является
вычисление напряжений на контактной границе через их значения на свободной границе
на основе использования инвариантов Римана вдоль характеристик. Это позволяет уравне-
ния равновесия на контактной поверхности представить как систему трансцендентных (не
дифференциальных) уравнений, решение которой может быть численным или приближен-
ным аналитическим. Цель работы – решение задачи сопряжения для наклонной контактной
поверхности в случае плоской деформации и, на этой основе, исследование влияния накло-
на контактной поверхности на напряженное состояние материала соединения при плоской
деформации. Напряженное состояние пластического участка при плоской деформации опре-
деляется системой уравнений:

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
= 0; (1)

∂σy

∂y
+

∂τxy

∂x
= 0; (2)

(σx − σy)
2 + 4τ2

xy = 4k2. (3)

Эта система имеет гиперболический тип. Ее инварианты Римана вдоль характеристик
(уравнения Генки) известны: σ ± 2kγ = c, где γ – угол наклона характеристик (рис. 1) к
оси Ox, c – постоянная вдоль характеристики (знак плюс – для семейства характеристик
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A Рис. 1. Фрагмент неоднородного со-
единения с наклонной контактной
границей FA и характеристики си-
стемы уравнений пластического рав-
новесия (линии скольжения). МП и
БП – менее прочный и более проч-
ный участки соединения

с острым углом γ). Уравнения равновесия на контактной границе имеют вид: σ+

y′ = σ−

y′ ,

τ+

x′y′ = τ−

x′y′ , где оси координат (x′, y′) направлены вдоль и ортогонально линии FA (рис. 1).

Пусть k± – пластические постоянные, соответствующие различным по прочности частям
соединения, K = k+/k−. В безразмерных неизвестных уравнения равновесия на контактной
границе (условия сопряжения) имеют вид:

σ̃+

y′ = Kσ̃−

y′ ; τ̃+

x′y′ = Kτ̃−

x′y′ , (4)

где тильда указывает на отсутствие размерности данной величины. Задача сопряжения для
напряжений на контактной границе формулируется так: найти напряжения σ̃+

y′ = Kσ̃−

y′

и τ̃+

x′y′ = Kτ̃−

x′y′ на контактной границе, используя условия сопряжения (4) и граничные
условия на свободной границе. Будем предполагать граничные условия однородными: на
свободной поверхности пусть σ̃y = 0; τ̃xy = 0. Используя эти условия и известную методику
[2, 3], основанную на уравнениях Генки, можно записать систему (1) – (3) в виде:

1 + 2ω− + cos(2ω− + 2α) = K(1 − 2ω+ + cos(2ω+ + 2α)); (5)

sin(2ω− + 2α) = K sin(2ω+ + 2α); (6)

здесь α – угол наклона контактной поверхности к оси Ox.

Лемма 1. При K ∈ [1; +∞), α ∈ (−π
4
; π

4
) система (5), (6) имеет единственное решение.

Доказательство. Якобиан системы (5), (6) имеет вид J = 16K cos(ω−
− ω+) sin(π

4
+ ω+ +

α) sin(ω−+α− π
4
), который не равен нулю при соответствующих значениях α. Действительно,

существование области AFHD (см. рис. 1) равносильно тому, что ω− + α < π
4
, откуда сле-

дует, что последний сомножитель якобиана не равен нулю. По теореме о неявной функции
система (5), (6) в окрестности любого значения K имеет единственное решение. Сообра-
жения компактности приводят к единственности решения для каждого α на промежутке
K ∈ [1; +∞).

Решение системы (5), (6) разложением в степенной ряд по параметру λ = K−1 приводит
к сложным выражениям:

ω− = Σω−

k λk, ω+ = Σω+

k λk; (7)

ω− =
1 + cos 2α + sin 2α

4 cos 2α
λ +

1

8
(

1

cos 2α
+ 1)

sin2 2α + sin 2α

cos2 2α
λ2 + ...; (8)
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ω+ =
1 + cos 2α − sin 2α

4 cos 2α
λ + [

1

4
tg 2α −

1

8
(1 +

1

cos 2α
)(

1

cos2 2α
−

sin 2α

cos2 2α
+ 1)]λ2 + ... (9)

При малых α выражения (7) – (9) можно упростить, сохранив достаточно высокую
точность. В общем случае можно получить численное решение, используя итерационную
процедуру, основанную на системе (5), (6):

(2 − 2 sin α)ω−(n+1)
+ K(2 + 2 sinα)ω+(n+1)

=

= K + K cos 2ω+(n)
cos 2α − K sin 2α(sin 2ω+(n)

−

2ω+(n)
) − 1 − K cos 2ω−(n)

cos 2α + sin 2α(sin 2ω−(n)
− 2ω−(n)

); (10)

2ω−(n+1)
cos 2α − 2Kω+(n+1)

cos 2α = K cos 2α(sin 2ω+(n)
− 2ω+(n)

)+

+K cos 2ω+(n)
sin 2α − cos 2α(2ω−(n)

− sin 2ω−(n)
) − sin 2α cos 2ω−(n)

. (11)

Последовательность значений (ω−(n)
, ω+(n)

), полученных по формулам (10), (11) из на-
чального вектора (0; 0), при точности 0,0001 стабилизируется уже на четвертом шаге. На
рис. 2 показана зависимость от K и от α критических значений углов ω± и напряжений.
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Рис. 2. Зависимость напряжений на контактной поверхности от коэффици-
ента K. Горизонтальная пунктирная прямая - угол π

4
, ω

− – линия (a), ω
+ –

линия (b), σy – линия (c), τxy – линия (d). Угол α принимает значения: 1) 5
0;

2) 10
0; 3) 15

0; 4) 20
0
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The problem of linear coupling for tensions on a contact surface for the discrete-

heterogeneous solid is formulated. In the case of a plane contact surface this problem is

solved by numerical and analytic methods. On this basis the numerical analysis of tensions

on an inclined contact surface in connection from two various parts on durability at flat

deformation is carried out.

Keywords: flat deformation, heterogeneous connection, problem of interface for

tensions.
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